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1FERMIONS/BOSONS-INTRICATION-MESURE :
PARTICULES VOS PAPIERS !
THIERRY PAUL
Re´sume´. Nous e´tudions les incidences de l’ide´e d’identite´ dans
quelques domaines de la Me´canique Quantique. Nous montrons
que cette dernie`re a la faculte´ bien particulie`re de mouvoir,
superposer et enfin d’introspecter la notion meˆme d’identite´.
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- Nous sommes tous diffe´rents les uns des autres
- Non, pas moi !
Monthy Pyton, La vie de Brian.
1. Introduction
La citation extraite de La vie de Brian nous pre´sente une situation para-
doxale : comment un individu dans une assemble´e peut-il ne pas eˆtre diffe´rent
de tous les autres qui eux le sont ? L’extrait des Monty Python nous re´ve`le
a` la fois un absurde comique, et un troublant manque de syme´trie.
1. Expose´ au Colloque LIGC 2009 ”Egalite´, Identite´, Isomorphisme”, Florence, 17-20 septembre 2009
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Car si l’on inverse la situation, la citation devient :
- Nous sommes tous les meˆmes
- Non, pas moi !
et n’a plus rien de paradoxal. On est passe´ de l’humour britannique au
culte du he´ros hollywoodien : il n’y a aucune difficulte´, dans notre culture
classique a` imaginer un eˆtre diffe´rent de tous les autres, eux-meˆmes e´gaux
entre eux. Mais un eˆtre qui n’est pas diffe´rent de tous les autres qui le sont
entre eux, seule la Me´canique Quantique peut le faire.
Les bosons aiment bien eˆtre tous dans le meˆme e´tat, les fermions ne le
supportent pas. La situation du film des Monty Python est bien celle d’un
boson plonge´ dans une assemble´e de fermions. Cette dualite´ identitaire s’ob-
serve facilement dans le monde quantique, et est meˆme primordiale. Il est
en effet probable que la matie`re qui nous entoure ne serait pas stable si elle
e´tait constitue´e de bosons. Mais ce qui est tout a` fait remarquable est qu’une
proprie´te´ intrinse`que de particules, leur spin, gouverne ce comportement col-
lectif.
La Me´canique Quantique, dans son besoin ge´ne´reux de re´tablir les syme´-
tries, plonge dans la re´alite´ de la meˆme fac¸on l’humour britannique et Hol-
lywood.
Mais si elle de´cerne ainsi des identite´s que le monde classique trouve extra-
vagantes, elle n’en refuse pas moins une identite´ e´le´mentaire aux particules
dans un e´tat intrique´, c’est-a`-dire non factorisable. Ce phe´nome`ne d’intrica-
tion, que la Me´canique Quantique cre´e a` loisir de`s qu’il y a interaction, peut
cependant eˆtre brise´ a` tout instant par l’ope´ration de mesure qui re´tablit
l’ordre ( ?) en projetant vers des e´tats factorise´s. L’interaction tricote de
l’intrication que la mesure de´tricote. Il apparaˆıt donc ainsi en Me´canique
Quantique une question relative a` l’identite´ . . . de l’identite´ elle-meˆme.
Peut-on, faut-il (Muβ es sein ? ) de´cider l’identite´ ? Non pas laquelle, mais
son existence. Doit-on parler de de´composition d’un syste`me en “parties”
alors que la possibilite´ d’une telle de´composition de´pend de l’e´tat quantique
de ce dernier ? Nous essaierons de donner quelques e´le´ments de re´ponse dans
la dernie`re section de cet article.
2. Bosons/Fermions
2.1. Indiscernabilite´. La notion de “particules identiques” est cruciale en
physique classique, et a donne´ lieu a` l’un des plus grands triomphes de la
science de tous les temps : la the´orie cine´tique des gaz.
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On imagine facilement que, dans un litre de gaz, se trouvent beaucoup de
particules, en mouvement si complique´ que l’on n’oserait pas le de´crire. Pour
cela d’ailleurs il faudrait les distinguer, les colorier afin de les suivre dans
leurs trajectoires.
Citons le tout de´but du livre de Jean Perrin (1913) “Les atomes”,
Il y a vingt-cinq sie`cle peut-eˆtre, sur les bords de la mer divine, ou` le chant
des ae`des venait a` peine de s’e´teindre, quelques philosophes enseignaient de´ja`
que la Matie`re changeante est faite de grains indestructibles en mouvement
incessant, Atomes que le Hasard ou le Destin auraient groupe´s au cours des
aˆges selon les formes ou les corps qui nous sont familiers.
Une moˆle de gaz est donc une, puisque constitue´e de particules toutes les
meˆmes, puisqu’elle ne change pas, qu’elle reste exactement la meˆme lorsque
l’on permute deux quelconques des particules la constituant. Une moˆle de
gaz est donc une classe d’e´quivalence, c’est la` son identite´.
En fait il semble bien difficile d’imaginer ce qui pourrait changer lors de la
permutation de deux particules classiques : nous allons voir que l’apparition
de la fonction d’onde quantique va ouvrir un nouveau champ des possibles
dans ce domaine.
2.2. Statistiques de particules quantiques. Un syste`me de deux parti-
cules quantiques est repre´sente´ par une fonction d’onde a` valeur complexe des
deux variables de position de chacune des particules. Lorsque l’on a affaire a`
des fermions, cette fonction d’onde change de signe lorsque l’on permute les
deux positions. Dans le cas des bosons elle reste inchange´e. Autrement dit :
– pour deux fermions : ψF (x2, x1) = −ψF (x1, x2)
– pour deux bosons : ψB(x2, x1) = +ψB(x1, x2)
On de´duit facilement de cela que
– pour deux fermions : ψF (x, x) = 0
– pour deux bosons : ψB(x, x) 6= 0
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Donc, par l’interpre´tation probabiliste de la fonction d’onde, la probabilite´
pour que deux fermions soient a` la meˆme place est nulle, alors que deux
bosons peuvent avoir une chance non nulle d’eˆtre au meˆme endroit.
Cette dichotomie entre fermions et bosons a des conse´quences immense
en physique : le fait que les fermions se repoussent assure la stabilite´ de la
matie`re, et les condensats de Bose-Einstein seront peut-eˆtre bientoˆt a` la base
de re´ussites technologiques inimaginables : nous les aurons peut-eˆtre dans les
puces de nos cartes.
Mais une autre question doit eˆtre e´voque´e a` cet endroit : les diffe´rentes
statistiques quantiques se re´alisent-elles uniquement dans leur champ propre ?
Autrement dit les fermions ont-ils besoin d’eˆtre a` plusieurs pour se savoir
fermions ? Les bosons ont-ils besoin de se voir se condenser pour de´couvrir
leur identite´ ? Autrement dit encore : peut-on parler d’UN fermion, d’UN
boson ?
La re´ponse est positive et d’une grande subtilite´.
2.3. Spin et statistiques. Le spin est un degre´ de liberte´ des particules
quantique sans pendant classique. C’est une proprie´te´ d’un syste`me, qui peut
prendre des valeurs entie`res et demi-entie`res.
C’est donc une observable quantique, qui peut subir le processus de la
mesure et c’est un degre´ de liberte´ supple´mentaire qui cre´e de l’interaction
entre particules et champs magne´tiques.
Mais le spin a, de fac¸on tout a` fait inattendue, un lien tre`s direct avec la
discussion pre´ce´dente : c’est la` le contenu du The´ore`me “Spin-Statistiques”.
Theorem 2.1 (The´ore`me spin-statistique). On a
spin ∈ {1
2
, 3
2
, 5
2
. . .} ⇐⇒ antisymtrie de ψ par permutation
spin ∈ {1, 2, 3, . . .} ⇐⇒ symtrie de ψ par permutation
Ce the´ore`me est un ve´ritable miracle si l’on pense qu’il relie des proprie´te´s
collectives a` des parame`tres intrinse`ques de chaque particule. Ainsi donc un
fermion tout seul est fermion parce que son spin est demi-entier. Il lui suffit de
connaˆıtre son spin pour dicter sa conduite envers les particules qui l’entourent
. . .
Remarquons cette autre particularite´ : ce The´ore`me, valable en Me´canique
Quantique ordinaire, se de´montre dans le cadre de la The´orie Quantique des
Champs, et seulement, jusqu’a` pre´sent, dans cette dernie`re.
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En guise de conclusion disons que, pour ce qui est de la dualite´ fer-
mions/bosons, l’identite´ est vue du dehors extrinse`que, mais est conduite
par des interactions intrinse`ques
3. Intrication
Avec l’intrication nous touchons le cœur meˆme de la Me´canique Quantique.
Et de la discussion sur l’identite´ dans le cadre de cette dernie`re. La possibilite´
d’intrication est un formidable moteur pour la perte d’identite´ particulaire,
puisque un syste`me de deux particules dans un e´tat intrique´ ne se de´couvre
pas en deux parties correspondant aux deux particules initiales. La mesure
quantique est la` pour nous ramener a` la raison classique en projetant un e´tat
intrique´ sur l’un de ses termes factorise´s.
Mais l’intrication est devenue tellement indispensable de nos jours, a` la
fois pour cre´er des interactions indispensables en calcul quantique, mais aussi
parce que nous nous y somme habitue´s, qu’elle nous semble tout a` fait natu-
relle. Et c’est dans une sorte d’activite´ de critique de la raison classique que
l’on a envie de se demander si, finalement, le processus de mesure ne constitue
pas au contraire une perte d’identite´, identite´ de l’e´tat intrique´ justement.
Cette ide´e, au fond, semble assez bien satisfaire ce postulat de syme´trie cher
a` la Me´canique Quantique que nous avons vu dans la section pre´ce´dente.
Pour faire de l’intrication il faut deux espaces vectoriels H1 et H2 et leur
produit tensoriel H1 ⊗ H2, espace vectoriel des combinaisons line´aires des
produits de deux vecteurs, l’un dans H1, l’autre dans H2. Un e´tat intrique´
est un e´tat dans H1 ⊗ H2 qui ne se factorise pas, c’est-a`-dire qui ne s’e´crit
pas ϕ1 ⊗ ϕ2 pour ϕi ∈ Hi. Par exemple pour H1 = H2, l’e´tat
ϕ⊗ ψ + ψ ⊗ ϕ
pour ϕ ⊥ ψ est intrique´.
Remarquons que l’intrication est fondamentalement lie´e a` l’ide´e de produit
tensoriel, et que celui-ci est une pierre de touche de la the´orie quantique a`
travers son aspect line´aire : si nous multiplions entre eux les e´tats de deux
particules lorsque nous rapprochons ces dernie`res, l’espace total des e´tats
doit eˆtre un espace vectoriel, et doit donc contenir toutes les combinaisons
line´aires de tels e´tats produits.
Pourquoi perdons-nous de l’identite´ lorsque nous intriquons ? Pour re´pondre
a` cette question, nous devons penser que l’identite´ se pre´sente au travers de
l’ide´e de proprie´te´, ou plutoˆt de celle de valeur d’une proprie´te´ (je ne parle
pas ici, on l’aura compris, du marche´ de l’immobilier). L’identite´ au sens
classique passe par l’unicite´ de la valeur d’une proprie´te´ donne´e. Dire d ;une
balle qu’elle est rouge signifie que si on regarde sa couleur on voit du rouge, et
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seulement du rouge. Il n’est pas ne´cessaire en revanche, que l’on voit toujours
du rouge ; le feu peut passer du rouge au vert par l’action d’une minuterie,
il n’en reste pas moins, au sens de la physique classique physique, un feu de
circulation (bien que . . .voir[5]).
Or, dans l’e´tat intrique´ conside´re´ plus haut, si ϕ11 correspond a` la valeur
1 d’une mesure sur la particule 1 et ϕ21 correspond a` la valeur 2 de la meˆme
mesure l’e´tat ϕ11 ⊗ ϕ22 + ϕ21 ⊗ ϕ12 ne correspond a` aucune des deux valeurs,
puisque la mesure quantique va tout d’abord projeter ϕ11⊗ϕ22+ϕ21⊗ϕ12 sur ϕ11⊗
ϕ22 ou sur ϕ
2
1⊗ϕ12 ale´atoirement. On a donc bien, lors de l’intrication, perdu
l’identite´ des deux particules, que l’on recouvre en effectuant une mesure.
Mais inversement, peut-on dire que l’intrication est une identite´. Y a-t-il
une identite´ de l’intrication ?
Poser cette question revient a` se demander, suivant notre sche´ma pre´ce´dent
e´nonce´, si on peut de´gager une proprie´te´ qui prend une valeur particulie`re
sur les e´tats intrique´s. Dans [6] nous avons e´tudie´ la possibilite´ de de´tecter
l’intrication par la mesure, en vue de se demander si l’intrication fait ap-
paraˆıtre, e´merger, des proprie´te´s non re´ductibles aux parties ? Et nous avons
e´tudie´ la possibilite´ d’e´crire cette question dans le paradigme quantique.
Autrement dit nous avons aborde´ dans le strict formalisme quantique la
question de savoir s’il y a e´mergence en Me´canique Quantique au travers de
l’intrication. La re´ponse a` cette dernie`re question est ne´gative.
Mais la construction qui permet de re´pondre a` cette question me semble
faire e´merger l’ide´e qu’il y a une “proprie´te´ “intrication”, proprie´te´ au sens
large, puisque ne´cessitant d’effectuer plusieurs mesures.
Pour conclure cette section disons qu’en Me´canique Quantique nous voyons
apparaˆıtre l’ide´e d’une identite´ intrinse`que et inde´terministe re´alise´e par la
mesure.
4. La de´cohe´rence ou le me´lange des identite´s
En Me´canique Quantique e´le´mentaire on conside`re habituellement des e´tats
qui sont des vecteurs norme´s dans un espace de Hilbert. Ces e´tats sont dits
purs, en opposition aux e´tats mixtes, repre´sente´s par des matrices densite´s,
ope´rateurs positifs de trace e´gale a` l’unite´. Un e´tat pur est aussi canonique-
ment repre´sente´ par un ope´rateur positif de trace 1 : le projecteur orthogonal
sur lui-meˆme.
ψ →
(
a0 b0
c0 d0
)
P
projecteur de rang 1, c’est-a`-dire
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a0 b0
c0 d0
)
P
(
a0 b0
c0 d0
)
P
=
(
a0 b0
c0 d0
)
P
,Trace
(
a0 b0
c0 d0
)
P
= 1
Mais de telles matrices densite´ sont tre`s spe´ciales, et ne constituent qu’une
faible partie des e´tats mixtes.
Initialement invente´e en me´canique statistique, les matrices densite´s sont
maintenant conside´re´es comme un ingre´dient fondamental lorsque l’on conside`-
re un (petit) syste`me en interaction avec un (gros) environnement, si gros que
toute tentative de connaˆıtre celui-ci est voue´e a` l’e´chec (tout comme une moˆle
de gaz ne peut eˆtre connue mole´cule par mole´cule). Nous renvoyons [4] pour
la de´rivation du fait suivant :
lorsque l’on couple un syste`me quantique a` un un autre et que l’on ne
demande aucune information sur ce dernier, l’e´tat du premier syste`me est
repre´sente´ par une matrice densite´.
On a donc une premie`re transformation vers un e´tat mixte :
(
a0 b0
c0 d0
)
P
→
(
a b
c d
)
M
matrice positive de trace 1
Vient alors l’ide´e de de´cohe´rence qui dit que, lors de l’interaction entre
les deux syste`mes, cette matrice densite´ va e´voluer dans le temps vers une
matrice diagonale dans un base privile´gie´e, base ne de´pendant que du type
d’interaction (et non pas de la matrice densite´ initiale).
(
a b
c d
)
M
→
(
α  << 1
 << 1 δ
)
∼
(
α 0
0 δ
)
(la pre´sence du  est relie´e a` la taille du gros syste`me, et ve´rifie → 0 dans
la limite ou` la taille du-dit syste`me tend vers l’infini).
Cette e´tape, la de´cohe´rence, est conside´re´e aujourd’hui comme la premie`re
e´tape du processus de mesure : une re´duction a` un me´lange statistique d’e´tats
propres, puisque
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α 0
0 δ
)
= α
(
1 0
0 0
)
+ δ
(
0 0
0 1
)
, combinaison de deux e´tats purs,
(
1 0
0 0
)
×
(
1 0
0 0
)
=
(
1 0
0 0
)
,
(
0 0
0 1
)
×
(
0 0
0 1
)
=
(
0 0
0 1
)
,
Trace
(
1 0
0 0
)
= Trace
(
0 0
0 1
)
= 1, α, δ ≥ 0, α+ δ = 1, et que chacun
d’eux est susceptible de donner un re´sultat pre´cis lors de la mesure. Mais ce
n’est QUE la premie`re e´tape, puisque l’e´tape ultime est celle qui fait que
(
α 0
0 δ
)
→
(
1 0
0 0
)
ou
(
0 0
0 1
)
,projection sur un seul e´tat pur.
On dit que l’action de la de´cohe´rence consiste a`
effectuer une mesure sans lire le re´sultat.
On voit donc que l’on a trois types d’identite´ :
– des e´tats purs, matrices densite´s qui sont des projecteurs
– des e´tats mixtes, matrices densite´ ge´ne´rales
– des e´tats classiquement mixtes, matrices densite´ me´lange statistiques de
projecteurs sur les e´le´ments d’une base “pre´fe´re´e”.
La de´cohe´rence, qui rappelons-le est uniquement le fait de l’e´volution quan-
tique par l’e´quation de Schro¨dinger et est “hors mesure”, re´-instaure donc en
Me´canique Quantique un aspect identitaire (et probabiliste) classique dans
le panorama de l’identite´ quantique.
On voit ainsi comme l’identite´ d’un syste`me quantique, confronte´ a´ un
environnement conside´re´ a priori comme semiclassique, effectue un voyage
pendant lequel elle change, a` l’inte´rieur d’un jeu de possibles bien de´limite´.
Signalons pour terminer que le chemin inverse, d’un e´tat mixte vers un e´tat
pur, est possible. Cette de´marche de purification s’appuie sur une the´ore`me
remarquable qui dit que, moyennant une augmentation suffisante du nombre
de particules dans l’environnement, toute matrice densite´ devient un projec-
teur. La purification passe donc par la pluralite´.
5. Muβ es sein ?
Nous avons vu plus haut que la fac¸on moderne de conside´rer le proces-
sus de mesure en Me´canique Quantique consistait a` le voir comme une partie
inte´grante de l’e´volution quantique, l’autre partie e´tant donne´e par l’e´quation
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de Schro¨dinger (notons qu’il existe actuellement des algorithmes quantiques
base´s exclusivement sur une e´volution de type mesure : on effectue une me-
sure associe´e a` une observable particulie`re, et, suivant le re´sultat obtenu, on
effectue une autre mesure associe´e a` une autre observable choisie en fonction
du re´sultat de la mesure pre´ce´dente).
Cette formulation est parfaitement cohe´rente sous la condition que l’on
sache a` un moment donne´ quel type d’e´volution doit eˆtre conside´re´e. En
d’autres termes :
Peut-on de´cider l’e´volution ?
Expe´rimentalement le bon sens de´cide ; un appareil de mesure que l’on peut
manipuler pour obtenir un re´sultat est en ge´ne´ral de type classique (bien que
les expe´rimentateurs commencent a` grignoter ce bon sens). Le proble`me est
plutoˆt du point de vue the´orique, et de l’e´tat d’un the´orie qui ne dit pas
a priori quel type d’e´volution on doit conside´rer a` un moment donne´. Cet
“inde´terminisme” est le seul qui soit vraiment se´rieux selon moi, et n’a rien
a` voir avec l’inde´terminisme pre´sent dans le processus de la mesure qui, lui,
ne repre´sente aucun paradoxe. Les merveilleuses (et de´licates) de´marches des
expe´rimentateurs tentant de de´terminer un seuil pour la taille des syste`mes
quantiques au dela` duquel l’interaction avec un petit syste`me doit eˆtre de
type “mesure” ont jusqu’alors e´choue´ : on ne voit pas de transition dans les
e´chelles susceptibles de faire passer de “Schro¨dinger” a` “mesure”.
On peut donc se demander s’il ne faudrait pas poser, en lieu et place de la
question Peut-on de´cider l’e´volution ? celle-ci :
Faut-il de´cider l’e´volution ?
Ou plutoˆt
Faut-il eˆtre capable de de´cider l’e´volution ?
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Une the´orie physique doit-elle, dans son formalisme, ne contenir que du
de´cidable ? Dans le cas contraire une the´orie physique doit-elle eˆtre conside´re´e
comme mal fonde´e et rejete´e ?
Le vocabulaire meˆme nous me`ne a` entrevoir une analogie avec les aspects
fondationnels des mathe´matiques que nous avons entreprise dans [2].
Terminons par la remarque suivante qui sera notre conclusion.
Les deux types d’e´volution, Schro¨dinger et mesure, correspondent a` deux
types d’identite´, puisque la mesure a plutoˆt un caracte`re “particule’ ( on
les de´tecte) et Schro¨dinger un type “ondes”, on a deux types d’identite´ qui
cohabitent, chacune contenant ses propres parame`tres. La question est donc
bien :
L’identite´ de l’identite´ est-elle de´cidable ?
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